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((k1, .. , kr) = 
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L 応1<··•<rnr m↑ 疇・ ·-m~
rn; 三imod 2 
に焦点をあてる．この値は佐々木 [16]によって， Arakawa-Kaneko L-関数の構成
に関連して，既に本質的な定義がなされているが，ここではさらに正規化因子 2r
をかける形で，
T(k1, k2, .. , kr) := 2r L 1 
m k1 k2 応 1<・ ・＜叫 1 叫 • • • mが
(1.4) 
mi三imod 2 
























多重ゼータ値く(k1,.. , kr)について， rをその深さ，柘＋・・・十 krをその重み
と呼ぶ多重ゼータ値全体の張る Q上のベクトル空間を Z とかき，重みがKであ
るものの張る部分空間をゑとかく．形式的に Z。=Q,名={O}として，広の
次元を dkとかく．このとき次の予想が与えられている．
予想 2.1(Zagier [20]). 数列 {dけは漸化式
心=dk-2 + dk-3 (ただし d。=1, d1 = 0, あ=1) 
を満たす．






冗 =Q, Ti山={O}, 冗＝
??






復積分表示を持つ．与えられた K個の組ら E{0,1} (1 :Si :S k)でとくに釘=1, 
咋 =0となるものに対し




Q。(t)= -, D1(t) = 
t 1-t2 
とおく．ここでインデックス k= (k1, 虹..., kr) E門は kr2": 2であるとき
admissibleと呼ぶ
定理 2.2. 任意の admissibleなインデックス (kぃ朽，..., kr)に対し，
T(k1,k2, .. ,kr) =l(l,0, .. ,0,1,0, .. ,0,・・・,1,0, .. ,0) (2.1) 

















ているさらにHoffman[6] によって， (1.3) で定義される，重みが K の多重 t—値の
張る空間の次元仇は Fk-l と予想されている (k:2 2). 












定理 3.1. admissibleインデックス Kに対し，
T(kり=T(k) (3.1) 
が成り立つ．
Proof. 対合による変数変換 t→(1 -t)/(1 + t)によって 2つの微分形式 no(t)'
, 1 (t)は入れ替わり，また区間 (0,1)はそれ自身に移る．多重T値の反復積分表示
(2.1)における変数変換
1 -tk-i+l 
Si= (1 < i < k 

















定理 3.2([12] Theorem 3.2). k E Z~3 に対し，
k-l 













定理 3.3([10] Theorem 3.3). k E Z~4 に対し，
k-2 


























3.3 Parity result 
多重ゼータ値では parityresultと呼ばれる性質が知られているが ([7,17]参
照），多重T値に関しても同様の性質が成り立つ．
定理 3.6([12] Theorem 3.4). admissibleインデックス k= (k1, .. , kr)につい






例 3.7.深さが2の場合，次のような明示式が得られる.p 2:1, q 2:2でp+qが
奇数となるとき，
(-l)q T(p, q) = (p +~- 1)T(p + q) 
q-2 
-~(p+~ ―1) 2q-: _ 1 T(p +μ)T(q -μ) 
μ三qmod 2 














定理 3.8([12] Theorem 3.5). IXI < 1,-1 < Y < 0であるとき
00 
1一ど T(l,.. , 1,m + l)Xmyn 
ヽm,n=l n-1 
2 I'(l -X)I'(l -Y) 
＝ I'(l -X -Y) 
F(l -X, 1-Y; 1-X -Y; -1) 
が成り立つ．ここで F(a,b; c; z)は Gaussの超幾何関数である．
注意 3.9.上記 (3.6)の右辺は
exp (言〈(n)炉＋杓 ~ー(X+ Y)") 
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とあらわせるため，高さが1の多重ゼータ値は，リーマンゼータ値のQ係数多項








訊 .,kr;s)= rV) 10 ts-1Lik1,--·~:r(l,-e—t) dt (応>0) 





義される ([1,Definition 7]). 
1 CX) 
叫 1,・・・,kr;s)= J ts-lA(k1, .. , kr;tanh(t/2)) r(s)。 sinh(t) dt. (4.1) 
ただし A(k1,.. , kr;z)は
A(kぃ..., kr; z) = 2r L z叫
O<m1<…<mr 碕・・・m柘r 
mi三imod 2 
で定義される多重ポリログ関数の部分級数であるとくに r= I,k = Iのときは
0 z2n+l 




となるので A(l;tanh(t/2)) = tとなる．心(k1,.. , kr;s)の性質の詳細については
[1, Section 5]を参照とくに，前述の二重T値の童み付き和公式（定理 3.2)の




1,2;s) =ーとj=2 (s; ~ ~2) T(k-j,j -1+ s) 
k-3 
-T(k -1, s) + T(k -l)T(s), (4.2) 
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ゆ(1,.. , 1,2; 1) = T(l, k -l) 
kヽ-3 
(4.3) 
が得られる．このとき心(1,.. ,l,2;s)は全平面で正則であるので，とくに s= 1 
kヽ-3 
でも正則となる他方， (4.2)の右辺において， T(k-j,j-l+s)はs= 1で正則
なので，残りのーT(k-1, s) + T(k -l)T(s)もそうでなくてはならない．そこで




1 1 1 1 
=~mk-l~-:;;; =。~n mk-lns +。~m がmk-l (4.4) 










となる．これらの Q—代数 T山と T* はオイラー和全体の張る Q—代数の部分代数
となるが，それぞれの積はシャッフル積と調和積に関する部分代数となる．実際，
オイラー和の張る Q代数は両方の積に関して閉じている
以下の数値的考察から， T山 +T* はオイラー和の張る Q—代数までは届かず，ま
たrwがT*に含まれることもないように思われる．（テーブルの数値はあくまで
実験的なもの．）
:~>ii~~:f I 合 1:1m1 三 1~11}:
§2で述べたように， di=H-1が予想されているが， df2 dkかつFk-12 dkが
テーブルから読み取れる重さ 12までの数値実験からも， T山と T*はZを含ん
でいると予想される．
予想 5.1.r山と T* は Z を Q—部分代数として含む．
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さらに上のテーブルから T山nT*は真に Zを含んでいると思われるもしこ
の予想が正しければ， T山と T*はともに Z上の加群となるが，その構造を調べ
ることは興味深い問題と言える．
深さが1の場合， T-値 T(k)とt-値 t(k)はともに Riemannゼータ値 ((k)の有




予想 5.2.1)重さが偶数となる多重 T値について， T(k)を除けば，三重 T値
T(p,q,r)で p,r : odd 2: 3, q : evenとなるもの（とその双対インデック
ス）のみが Zに属する
2) 重さが奇数となる多重 T 値について， T(k) と二重 T—値を除くと，三重 T 値





予想 5.3. m,p EE Z2:1, q E Z2:2で m+p+qが偶数となるとき，
苫~(p+:- l) (q+~- l)r(p+i,q + J) E Z 
例えばm=1のときは， qT(p,q+1) +pT(p+ l,q) E Zを示唆している．
注意 5.4.予想 5.3の和の値を s(p,q,m)とかくとき， T(2p+ 1, 2q, 2r + 1)は次の
ようにかける：
T(2p + 1, 2q, 2r + 1) =— I: T(2p -2j)s(2q -1, 2r + 1, 2j + 1) 
j=O 
r-1 
一 LT(2r-2j)s(2q, 2j + 2,2p) 
j=O 
+ sum of products of single T(n)'s. 
他方， Hoffmanの多重t値については，数値実験によって






{t(2tt(k1, .. , kr) I n, r 2 0, Vki: odd 2 3, 2n + k1+・・ +kr = k}. 
2) Zの代数基底は， t(2)とt(kl,・・・,kr)(ただし Vki:odd 2 3で (k1,.. , kr)が
Lyndonとなるもの）で与えられる．
ここで (k1,.. , kr)がLyndonであるとは，全ての（右側の）部分インデックス





冗=(Q)・T(3) + Q・T(l, 2) = (Q)・T(3) 
となり，次元は 1である
k=4のときは，双対公式から T(l,1, 2) = T(4)が得られ，重み付き和公式 (3.2)
により T(2,2) =½T(4) -2T(l, 3)となる．以上から






4T(l, 4) + 2T(2, 3) + T(3, 2) = 2T(5), 
2 
2T(l, 4) + 2T(2, 3) + T(3, 2) = 4T(l, 4) + 2T(2, 3) + -T(3, 2) 
3 
を得るので
T(3, 2) = 6T(l, 4) および T(2, 3) = T(5) -5T(l, 4) 
が得られるこれより







T(l, 2, 3) = --T(6) + 12T(l, 5) + 6T(2, 4) + 2T(3, 3) -2T(l, 1, 4), 
12 
55 
T(l, 3, 2) = -T(6) -24T(l, 5) -12T(2, 4) -4T(3, 3) -T(l, 1, 4), 
12 
55 
T(2, 1, 3) = -T(6) -24T(l, 5) -12T(2, 4) -4T(3, 3) -T(l, 1, 4), 
12 
35 
T(2, 2, 2) = --T(6) + 48T(l, 5) + 24T(2, 4) + 8T(3, 3) + 6T(l, 1, 4), 
4 
5 
T(3,1,2) = -T(6)-T(l,1,4), 
6 
5 






3T(2, 4) + 2T(3, 3) = --T(6) + -T(3)2 
7 7 
15 120 60 20 
= --T(6) + T(l, 5) + -T(2, 4) + -T(3, 3) 
7 7 7 7 
が成り立つことが数値実験によって確かめられるこれにより






謝辞．本研究は， JSPS科研費基盤研究 (S)16H06336 (金子），基盤研究 (C)
18K03218 (津村）の助成を受けたものです．
参考文献
[1] K. Aomoto, Special values of hyperlogarithms and linear difference schemes, 
Illinois J. of Math., 34-2 (1990), 191-216. 
[2] T. Arakawa and M. Kaneko, Multiple zeta values, poly-Bernoulli numbers, 
and related zeta functions, Nagoya Math. J., 153 (1999), 189-209. 
42
[3] H. Bachmann, Modular forms and q-analogues of modified double zeta val-
ues, arXiv:1808.09674. 
[4] V. G. Drinfel'd, On quasitriangular quasi-Hopf algebras and a group closely 
connected with Gal((Q/(Q), Leningrad Math. J. 2 (1991), 829-860. 
[5] H. Gangle, M. Kaneko, D. Zagier, Double zeta values and modular forms, 
in'Automorphic forms and Zeta functions', Proceedings of the conference 
in memory of Tsuneo Arakawa, World Scientific, (2006), 71-106. 
[6] M. Hoffman, An odd variant of multiple zeta values, preprint, arXiv: 
1612.05232. 
[7] K. Ihara, M. Kaneko and D. Zagier, Derivation and double shuffle relations 
for multiple zeta values, Compositio Math., 142 (2006), 307-338. 
[8] M. Kaneko, P. Maneka and H. Tsumura, On poly-cosecant numbers, in 
preparation. 
[9] M. Kaneko and K. Tasaka, Double zeta values, double Eisenstein series, 
and modular forms of level 2, Math. Ann. 357 (2013), 1091-1118. 
[10] M. Kaneko and H. Tsumura, Multi-poly-Bernoulli numbers and related zeta 
functions, Nagoya Math. J., 232 (2018), 19-54. 
[1] M. Kaneko and H. Tsumura, Zeta functions connecting multiple zeta values 
and poly-Bernoulli numbers, preprint, to appear in Adv. Stud. Pure Math. 
(arXiv:1811.07736). 
[12] M. Kaneko and H. Tsumura, On a variant of multiple zeta values of level 
two, preprint (arXiv:1903.03747). 
[13] T. Machide, Extended double shuffle relations and generating function of 
triple zeta values of any fixed weight, Kyushu J. Math. 67 (2013), 281-307. 
[14] Y. Ohno and D. Zagier, Multiple zeta values of fixed weight, depth, and 
height, Indag. Math.,12 (20叫 483-487.
[15] Y. Ohno and W. Zudilin, Zeta stars, Commun. Number Theory Phys. 2 
(2008), 325-347. 
[16] Y. Sasaki, On generalized poly-Bernoulli numbers and related£-functions, 
J. Number Theory, 132 (2012), 156-170. 
[17] H. Tsumura, Combinatorial relations for Euler-Zagier sums, Acta Arith. 
111 (2004), 27-42. 
[18] H. Tsumura, On the parity conjecture for multiple£-values of conductor 
four. Tokyo J. Math. 30 (2007), 21-40. 
[19] H. Tsumura, A note on the parity result for multiple T-values, in prepara-
tion. 
[20] D. Zagier, Values of zeta functions and their applications, in ECM volume, 
Progress in Math., 120 (1994), 497-512. 
43
[21] J. Zhao, Multiple zeta functions, multiple polylogarithms and their special 
values, Series on Number Theory and its Applications, 12, World Scientific, 
2016. 
金子昌信福岡県福岡市西区元岡 744,九州大学数理学研究院
email: mkaneko@math.kyushu-u.ac.jp 
津村博文：東京都八王子市南大沢 1-1,首都大学東京理学研究科数理科学専攻
email: tsumura@tmu.ac.jp 
